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Zahl lässt sich als Produkt aus Primzahlen schreiben, die Primfaktorengenannt werden. Bis auf die Reihenfolge sind die Primfaktoren eindeutig.Für einfache Zerlegungen in die Primfaktoren helfen Teilbarkeitsregelnfür 2 - letzte Ziffer ist gerade -, für 3 - Quersumme ist durch 3 teilbar -und für 5 - letzte Ziffer ist 0 oder 5. Dreistellige Zahlen abc sind durch11 teilbar, wenn b = a + c als die Summe aus Hunderter und Einer denZehner ergibt. Zur Zerlegung in Primfaktoren wird der noch nicht zerlegteTeil auf Teilbarkeit durch aufsteigende Primzahlen getestet. Dann ist z.B.294 = 2 · 147 = 2 · 3 · 49 = 2 · 3 · 7 · 7. Mit der Zerlegung in Primfaktorenlassen sich alle Teiler bestimmen, wie in Tabelle 1.3 gezeigt.

Tabelle 1.3: Bestimmung der Teilerder Zahl 294 durch Multiplikationvon Teilmengen der Primfaktoren1=20 ·30 ·70 2=21 ·30 ·703=20 ·31 ·70 6=21 ·31 ·707=20 ·30 ·71 14=21 ·30 ·7121=20 ·31 ·71 42=21 ·31 ·7149=20 ·30 ·72 98=21 ·30 ·72147=20 ·31 ·72 294=21 ·31 ·72
Mit der Primfaktorzerlegung kann für zwei Zahlen deren größter gemein-samer Teiler ggT bestimmt werden. Dazu werden von den Primfaktorenbeider Zahlen jeweils der minimale Exponent gewählt und diese Poten-zen multipliziert. Ähnlich wird das kleinste gemeinsame Vielfache kgVberechnet. Hier wird jeweils der maximale Exponent verwendet.

Beispiel. Die Primfaktorzerlegungen von 294 und 812 ergeben294 = 21 · 31 · 72 · 290, 812 = 22 · 30 · 71 · 291. Daraus folgtggT(294, 812) = 21 · 30 · 71 · 290 = 14kgV(294, 812) = 22 · 31 · 72 · 291 = 17052
Bei der ganzzahligen Division a ÷ b mit einem Divisor b, der kein Teilerdes Dividenden a ist, bleibt ein Rest. Die Berechnung des Rests wirdModulo-Rechnung genannt.a mod b = r r ist ganzzahliger Rest der Division a ÷ bBeispielsweise ist 30 mod 7 = 2 und 31 mod 7 = 3. Um die Rest einerSumme oder eines Produkts zu bestimmen, kann einfach mit den Restengerechnet werden:(30 + 31) mod 7 = (2 + 3) mod 7 = 5 oder(30 · 31) mod 7 = (2 · 3) mod 7 = 6.
1.1.3 Potenzen

Tabelle 1.4: Elementare Potenzgeset-ze für eine positive Basis a > 0Gleiche Basisam ·an = am+naman = am−n(am)n = am·n
Gleicher Exponentan ·bn = (a·b)nanbn = ( ab )n
Spezielle Exponentena0 = 1 für a .= 0a−1 = 1aa 1n = n√aa−n = 1ana mn = n√am = ( n√a)m

Für ein mehrfaches Produkt der gleichen Zahl ist das Produktzeichen zuumständlich, deswegen gibt es Potenzen.25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32 2 ist die Basis, 5 ist der ExponentDie untenstehende Zahl heißt Basis und wird so oft mit sich selbstmultipliziert wie im oben stehenden Exponenten, das heißt der Hochzahl,angegeben.Potenzen werden für rationale Exponenten mit Hilfe der Wurzel definiert.Es ist a mn = n√am. Für die Definition von Potenzen mit reellen Exponentenwird für positive reelle Werte a die Funktion f (x) = ax auf rationale
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Zahlen x ∈ Q angewendet. Wegen der Stetigkeit dieser Funktion kannDas Konzept der Stetigkeit wird inKapitel 26 im zweiten Band themati-siert. sie auf reelle Zahlen fortgesetzt werden.Die Gesetze aus Tabelle 1.4 lassen sich für natürliche Zahlen m und ndirekt nachrechnen. Sie gelten genauso, wenn m und n rationale oderreelle Zahlen sind.

Beispiel.\ 24 · 26 = 24+6 = 210 = 1024\ (24)6 = 24·6 = 224\ 20 = 1000 = (−1)0 = 10 = 1 aber 00 ist undefiniert\ 2426 = 24−6 = 2−2 = 122 = 14\ 8 13 = 3√8 = 2

Tabelle 1.5: Vermeintliche Potenzge-setze sind als Ungleichung notiert.Für spezielle Zahlenbeispiele kön-nen beide Seiten gleich sein, in allerRegel sind sie es nicht.Assoziativität der Potenz(ab)c .= a(bc )Beispiel:(23)2 = 64 .= 2(32 ) = 512Kommutativität der Potenzab .= baBeispiel:34 = 81 .= 43 = 64Distributivität Addition-Potenz(a + b)c .= ac + bcBeispiel:(2 + 1)2 = 9 .= 22+12 =5Distributivität Potenz-Additiona(b+c) .= ab + acBeispiel:2(1+2) = 8 .= 21+22 =6Distr. Potenz-Multiplikationa(b·c) .= ab · acBeispiel:21·2 = 4 .= 21 · 22 = 8

Eine sehr häufige Fehlerquelle ist die Anwendung von vermeintlichenGesetzen, die für die Potenz nicht gelten. Diese sind in Tabelle 1.5 gezeigt.
1.1.4 BruchrechnungMit Brüchen werden Divisionen anders dargestellt 166 = 16 ÷ 6. AlsZahldarstellung wird ein Bruch erst nach dem Kürzen eindeutig, alsonach Ausklammern des größten gemeinsamen Teilers in Zähler und Nen-ner. ggT(16, 6) = 2 166 = 8 · 23 · 2 = 83Die Addition zweier Brüche ist bei gleichem Nenner einfach: die Zählerwerden addiert. 166 + 56 = 216 = 72Bei der Addition von Brüchen mit verschiedenem Nenner müssen beideNenner zunächst auf das kleinste gemeinsame Vielfache, kgV(6, 15) = 15,erweitert werden, 166 + 215 = 8030 + 430 = 8430 = 145Hier hätte auch zuerst gekürzt werden können und die Rechnung wäre166 + 215 = 83 + 215 = 4015 + 215 = 4215 = 145gewesen. Welcher Weg gewählt wird, ist Geschmackssache. Beim Subtra-hieren wird der Zähler des abzuziehenden Bruches negativ genommenund die Brüche addiert.43 − 34 = 1612 + −912 = 712Der Kehrwert eines Bruchs wird durch Vertauschen von Zähler und Nen-ner erreicht. 129 = 92Brüche werden multipliziert, indem jeweils Zähler und Nenner multipli-ziert werden. Ein Bruch wird durch einen andern dividiert, indem der
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Kehrwert des letzteren mit dem ersten multipliziert wird.125 · −73 = 12 · (−7)5 · 3 = 4 · (−7)5 · 1 = −285134 ÷ 29 = 134 · 92 = 1178Rationale Zahlen lassen sich als Bruch zweier ganzer Zahlen p, q schrei-ben und als endliche oder unendlich-periodische Dezimalbrüche schreiben.Wenn im gekürzten Bruch q ein Produkt aus Potenzen von 2 und 5 ist,ist der Dezimalbruch endlich, sonst unendlich. Reelle und nichtrationaleZahlen sind die nichtperiodischen unendlichen Dezimalbrüche.Periodische Dezimalbrüche lassen sich wie folgt umrechnen:0.054 = 54999 = 18333 = 6111 = 237Mit Brüchen werden Proportionen sehr anschaulich, wie sie in jedemDreisatz benutzt werden. Wenn 4 Orks an einem Tag 20 Quirks verzehren,werden für 10 Orks 50 Quirks gebraucht: 420 = 1050 .
1.1.5 LogarithmenUm Gleichungen, wie sie bei Dreisatzaufgaben entstehen, zu lösen, wirdzur Multiplikation die Division als Umkehroperation benötigt. Entspre-chend ist die Subtraktion die Umkehroperation der Addition. Die Potenzals nicht-kommutative Operationen hat zwei Umkehroperationen, wie inTabelle 1.6 anhand der Gleichung 23 = 8 dargestellt.

Tabelle 1.6: Umkehrung der PotenzUnbekannte BeispielPotenz x = 23Lösung x = 2 · 2 · 2 = 8Basis x3 = 8Wurzel x = 3√8 = 2Exponent 2x = 8Logarithmus x = log2(8) = 3
Der Logarithmus der Zahl a zur Basis b ist der Exponent x in der Potenzvon b, die a ergibt: a = bx ⇔ x = logb(a).

Beispiel.\ log2(32) = 5, denn 25 = 32\ log10(0.1) = −1, denn 10−1 = 110 = 0.1\ log0.1(1000) = −3, denn 0.1−3 = 10.13 = 10.001 = 1000
Das Argument a des Logarithmus wird in Klammern gesetzt, um Zwei-deutigkeiten wie bei logb x · y zu vermeiden. Logarithmen sind im reellenZahlenraum nur für positive Zahlen a und b definiert. Außerdem mussb .= 1 sein. Aus dem Potenzgesetz zur Multiplikation bei gleicher Basisfolgt für den Logarithmus logb(x ·y) = logb(x)+ logb(y). Über Jahrhunder-te hat dies Gesetz zusammen mit einer Logarithmentafel Multiplikationenvereinfacht. Die Multiplikation lässt sich auf Additionen der Logarithmenzurückführen.Logarithmen mit verschiedener Basis sind proportional zueinander, wiemit der Basisumrechnung angegeben. Deswegen wird zumeist eine festeBasis benutzt. Am gebräuchlichsten ist dabei der natürliche Logarithmus.Tabelle 1.7 zeigt Logarithmen mit spezieller Basis.

Tabelle 1.7: Spezielle LogarithmenNameBezeichnungSpezielle BasisNatürlicher Logarithmusln(x) = loge(x)e ≈ 2.71828 -Eulersche Zahldualer Logarithmusld(x) = log2(x)2 - Stellenwert im Dualsystemdekadischer Logarithmuslg(x) = log10(x)10 - dezimaler Stellenwert
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Die wissenschaftliche Darstellung reeller Zahlen gibt mit der Anzahlangegebener Dezimalstellen die Genauigkeit an, mit der die Zahl bekanntist. Dazu wird ihre Zehnerpotenz als Exponent nach den Stellen aufgeführt.Bei Addition und Subtraktion gilt die jeweils schwächere Genauigkeitfür das Ergebnis. Bei Multiplikation und Division erhöht sich die Zahlsignifikanter Stellen nicht.

Beispiel.\ 2.01E3 hat 3 signifikante Stellen d.h. 2010 ± 10\ 4.7800E−2 hat 5 signifikante Stellen d.h. 0.047800 ± 0.000001\ 2.01E3 + 4.519E2 = (2010 ± 10) + (451.9 ± 0.1) = 2460 ± 10 =2.46E3\ 2.01E3 · 4.519E2 = 9.08E5
1.2 Lernziele

Nr Ich kann Refererenz √
Grundrechenarten1 die Grundrechenarten auf positiven wie negativen Zahlen ausführen 1.1-a, 1.2, 1.39,2 eine natürliche Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren ausdrücken 1.3, 1.4, 1.5, 1.6,3 den größten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache für eine Menge vonnatürlichen Zahlen berechnen 1.5, 1.7, 1.8, 1.9,4 eine Zahl modulo einer anderen nehmen 1.10, 1.11Potenzrechnung5 die Potenzrechenregeln beherrschen 1.12, 1.13, 1.15-ab, 1.17, 1.18,1.38-a, 2.27,6 Potenzen einer Zahl kombinieren 1.13, 1.14, 1.15,1.16,7 negative Potenzen auswerten 1.17, 1.18, 1.24-b,8.2,Bruchrechnung8 Brüche erweitern und kürzen 1.19, 1.20,9 arithmetische Operationen auf Brüchen ausführen 1.21, 1.22, 1.23,1.24-a, 8.2,10 Wurzeln als Potenzen mit Brüchen ausdrücken 1.24-b, 1.25, 1.26,11 Brüche in Dezimalzahlen umrechnen und umgekehrt 1.27, 1.28 1.29,1.30,Dezimalbruch12 arithmetische Operationen auf Dezimalzahlen ausführen 1.32,13 numerische Werte zur angegebenen Zahl an Dezimalstellen oder signifikanten Stellen runden 1.31, 1.32,Proportionalität14 Proportionalitäten verstehen und mit dem Dreisatz rechnen 1.33, 1.34, 2.18,Logarithmen15 die wissenschaftliche Schreibweise von Zahlen verstehen 1.31, 1.35, 1.41,16 mit Logarithmen rechnen 1.36, 1.37, 1.38-b,1.39,Fehlerrechnung17 verstehen, wie Fehler in Messungen geschätzt und kombiniert werden 1.31, 1.40,
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1.3 Aufgaben

Aufgabe 1.1 (6 min)a) Berechnen Sie 2 · (−2) − 3 · (−3).b) Berechnen Sie 112, 1112. Welchen Wert hat 111111112?c) Eine Tetrapackung hat eine quadratische Grundfläche der Breite5 cm und eine Höhe von 18 cm. Welches Volumen nimmt diePackung ein?d) A. ist am 29.2.2012 geboren. Wieviel Tage sind seit der Geburtvergangen, wenn A. am 29.2.2032 ihren 20.sten Geburtstag feiert?
Aufgabe 1.2 (6 min) Berechnen Sie die folgenden Ausdrücke schrift-lich.a) 988 + 1024 + 12,b) 983 − 497,c) 88 · 903,d) 408408 ÷ 34.e) Geben Sie jeweils eine Möglichkeit an, wie die Rechnung ein-facher ausgeführt werden kann. Welche Rechengesetze nutzenSie?
Aufgabe 1.3 (8 min) Zerlegen Sie die angegebenen Zahlen in ihrePrimfaktoren: 1000, 294, 759, 484, 836, 661.
Aufgabe 1.4 (3 min) Ist die Zahl 107 eine Primzahl? Prüfen Sie das,indem Sie der Reihe nach für jede Primzahl 2, 3, 5, 7, .. feststellen,ob sie ein Teiler von 107 ist. Müssen Sie alle Primzahlen zwischen2 und 107 durchprobieren, oder können Sie schon früher aufhören? Die Liste der Primzahlen, die klei-ner 100 sind, ist: 2, 3, 5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.Aufgabe 1.5 (4 min) Es soll bestimmt werden, welche der folgendenZahlenpaare teilerfremd sind. Berechnen Sie dazu jeweils die Zerle-gung in Primfaktoren. Hinweis: Nutzen Sie die Teilbarkeitsregeln.a) 16 und 92,b) 121 und 66, c) 152 und 153,d) 98 und 225.
Aufgabe 1.6 (5 min) Wieviel Divisionen reichen aus, um die Fragezu entscheiden, ob die Zahl 893 eine Primzahl ist? Kreuzen Sie an.
! ca 10,
! ca 20, ! ca 30,

! mehr als 50.Ist 893 eine Primzahl?
Aufgabe 1.7 (4 min) Berechnen Sie jeweils den größten gemeinsa-men Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache vona) 12 und 18, b) 209 und 228, c) 51 und 95.


