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14 Bedingte Wahrscheinlichkeit, stochastische Unabhangigkeit

Auf einen Blick

Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A unter
der Bedingung, dass Ereignis B gilt:

Pg(A) = P‘F‘,‘(’B‘)B’ mit P(B) % 0

Zwei Ereignisse A und B sind stochastisch unabhingig, wenn die folgende Gleichung
erfullt ist:

P(AnB)=P(A)-P(B)

Andernfalls nennt man A und B stochastisch abhangig.

Begriffe, Schreibweisen und Formeln

Veranschaulichung der bedingten Wahrscheinlichkeit im Baumdiagramm
® Ab der 2. Stufe stehen im Baumdiagramm auf den

Asten bedingte Wahrscheinlichkeiten. PA) P(R)
® Die Wahrscheinlichkeit P(B) lasst sich Uber den
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit A A
berechnen: _ PA(B) PAB)  Pi(®) P4 (B)
P(B) =P(A nB)+P(A NB)
=P(A)-Px(B)+P(A)-Px(B) 8 B B B _
P(ANB) P(ANB)  P(ANB) P(A NB)
® Die bedingte Wahrscheinlichkeit Pg(A) lasst | L —— !
sich tiber den Satz von Bayes berechnen: @) P®
Py(A) = P(A)-P,(B)

P(A)-P,(B)+P(A)-P4(B)

Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir stochastisch unabhangige Ereignisse
P(AnB) _ P(A)P(B) _p

P(A) = TA08L - PR 2E) _p(a)

Beispielaufgaben

1. In einer Schulklasse sind 12 Madchen und 18 Jungen. Die Schiilerinnen und Schiiler werden
befragt, ob sie lieber Schokolade oder Chips essen. 8 Madchen bevorzugen Schokolade.
Von den Jungen essen 10 lieber Chips.

a) Stellen Sie den Sachverhalt in einem Baumdiagramm dar.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass ein befragtes Kind lieber Schokolade
isst.

c) Esist bekannt, dass ein zufallig ausgewahltes Klassenmitglied lieber Chips isst.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass es sich dabei um einen Jungen handelt.

d) Untersuchen Sie, ob die Ereignisse ,Madchen” und ,Schokolade“ stochastisch unab-
héngig sind.

2. Es sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben: P(A) =0,6; P(B)=0,3; P(A nB)=0,3
a) Stellen Sie eine Vierfeldertafel auf.

b) Berechnen Sie PB(K).
c) Untersuchen Sie, ob die Ereignisse A und B stochastisch unabhéngig sind.
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Lésung: I
1. @) M:Madchen N @ ...................................................
X 30 30 K
J: Junge Lassen Sie sich nicht verwirren:
S: Schokolade N /\70 : Jbzw. C ist gleichbedeutend
C: Chips 2/ \72 18 mit M bzw. S.

b) P(S)=P(MnS)+P(JNS)
_12 8 18 8 4 4 _ 8
=30 127308 15115 15

~0,5333=53,33 %

SERTRLTEC NS N E
=;% 1.15-5-07143=7143%
d) P(Mn8)=P(M)- PM(S) 2.8_4
PM):- P(S)_ 15 17?

= P(MnS)=P(M)-P(S)
= Die Ereignisse ,Madchen” und ,Schokolade“ sind stochastisch abhéangig.

. a) A K \ ! /
? 02 |01 |03 Die blau eingetragenen Werte sind
B 04 | 03 | 0,7 gegeben. Die restlichen erhalt man
06 | 04 1 i durch passende Subtraktionen.
b) P(A)= 2408 =01 _ 10,3333 -33,33 %

c) P(AnB)=0,2
P(A)-P(B)=0,6-0,3=0,18
= P(AnB)=P(A) - P(B)
= Die Ereignisse A und B sind stochastisch abhangig.

Worauf Sie achten sollten ...

Bedingte Wahrscheinlichkeiten lassen sich in der Vierfeldertafel nicht direkt eintragen.
Jedoch kénnen P(A n B) und P(B) direkt aus der Vierfeldertafel abgelesen werden.
Verwechseln Sie nicht Pg(A) mit P(A N B):

Pg(A) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt unter der Bedingung, dass B bereits
erfullt ist. P(A N B) ist die Wahrscheinlichkeit, dass A und B gleichzeitig eintreten.
Stochastisch unabhangig bedeutet, dass sich die Ereignisse nicht gegenseitig beeinflus-
sen. Stochastisch unvereinbar bedeutet, dass nicht beide Ereignisse gleichzeitig eintreten
kénnen.

Fur stochastisch unvereinbare Ereignisse gilt: P(A U B)=P(A) + P(B)

Wenn die Ereignisse A und B stochastisch unabhéngig sind, so sind auch die Ereignisse A
und B, A und B sowie A und B stochastisch unabhéngig. Dies gilt analog, wenn A und B
stochastisch abhéngig sind.



16 ZufallsgroBen

Auf einen Blick

Eine ZufallsgréBe Z ist eine Funktion, die jedem Element der Ergebnismenge eine reelle
Zahl zuordnet.

Jedem dieser Werte lasst sich die Wahrscheinlichkeit P(Z = z) zuordnen, mit der z eintritt.
Diese Zuordnung nennt man Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgréBe Z.

Begriffe, Schreibweisen und Formeln

Wabhrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsgrée Z
Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten der ZufallsgréBe Z ergibt 1.

Darstellung einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

Tabelle

z=z | 2 | 4 | o | 1 | 2 | 8 | 4

PZ=2 | 02 | 0 | 01 | 04 | 01 | 0 | 02
Punktdiagramm Stabdiagramm Histogramm

RZ=2) R(Z2) P(Z=2)

2-10 12 3 42 2-10 12 3 42 2-10 12 3 42
Die Wertepaare werden als Die Wertepaare werden als Die Wertepaare werden mit
Punkte eingetragen. Stéabe eingetragen. Rechtecken veranschaulicht.
Die y-Koordinate entspricht Die Lange der Stébe ent- Die Breite betragt 1 und die
der Wahrscheinlichkeit. spricht jeweils der Wahr- Hoéhe entspricht jeweils der

scheinlichkeit. Wabhrscheinlichkeit.

Zusammenhang: ZufallsgréB3e —Ereignis

Mehreren Ergebnissen wq, w,, ..., oy kann der gleiche Wert z;, der ZufallsgréBe Z zugeordnet
werden. Dann gilt:

P(Z = 2g) = P(ey) + P(wp) + ... + P(e) =P(A)

Dabei ist das Ereignis A={wy, 0o, ..., 0}.

Beispielaufgaben

1. Beim Training fir das ElfmeterschieBen schieB3t Paul finfmal auf das Tor. Die ZufallsgréBe Z
beschreibt die Anzahl der Treffer.
Geben Sie an, welche Werte die Zufallsgré3e Z annehmen kann.
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2. Bei einem Gliicksspiel wird ein Wirfel geworfen. Bei einer 1 oder 2 erhélt man keine Aus-
zahlung. Bei einer 3 oder 4 bekommt man 1 Euro. Bei einer 5 erhalt man 3 Euro und bei
einer 6 sogar 6 Euro. Der Einsatz pro Wurf betragt 2 Euro.

a) Stellen Sie den Gewinn des Spielers in einer Tabelle dar und geben Sie die zugehdrige
Wabhrscheinlichkeitsverteilung an.
b) Stellen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung in einem Histogramm dar.

Lésung:
1. Paul kann 0-mal, 1-mal, 2-mal, 3-mal, 4-mal oder 5-mal treffen: Z={0; 1; 2; 3; 4; 5}
2. a) Die ZufallsgréBe Z beschreibt den Gewinn. NI
Warfelwurf 1 2 3 4 5 6 Gewinn =
Z=z 2€|2€|-1€|-1€| 1€ | 4¢ :  Auszahlung - Einsatz :
1 1 1 1 1 1
P(Z=2) s | s |5 | 5| % | %

Bezogen auf den Gewinn gilt daher:

Z=z 2€ \ 1€ 1€ | 4€

o
w|=
o=
[

P(Z=Z) 63

b) Histogramm:

P(Z=2z)

@l

o=

-3 2 14 0 1 2 3 4 5 2

Worauf Sie achten sollten ...

e ZufallsgréBen besitzen hdufig auch andere Bezeichnungen, z. B. X oder Y.

e ZufallsgréBen werden auch Zufallsvariablen genannt.

® Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird auch als Wahrscheinlichkeitsfunktion bezeichnet.

® Es wird zwischen diskreten und stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen unterschieden.
Diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind nur fur bestimmte Werte definiert und kénnen
Licken haben. Stetige Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind fir alle Werte des Intervalls
definiert und weisen keine Liicken auf.
Beispiel fir eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung: Binomialverteilung [»> S. 221.]
Beispiel fur eine stetige Wahrscheinlichkeitsverteilung: Normalverteilung [> S. 24 1]



18 Erwartungswert, Varianz, Standardabweichung

Auf einen Blick

Fur diskrete ZufallsgroBen Z, die nur eine begrenzte Anzahl von Werten z4, z,, ..., z, mit den
zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten pq, po, ..., p, annehmen, gilt:

Erwartungswert: E(Z)= Zz Pi=21-P1+2Zs Pot...+Z, Pp

n
Varianz: Var(Z)= Z z— )2 pi=(zy—W? py+(z2— )2 -pa+...+(z,—1)?-p,
Standardabweichung: o(Z) =./Var(Z)

Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung werden als Kennzahlen einer Zufalls-
gréBe bezeichnet.

Begriffe, Schreibweisen und Formeln

Faires Spiel
Die Zufallsgré3e Z beschreibt den Gewinn bei einem Spiel. Dieses Spiel heif3t fair, wenn der
Erwartungswert E(Z) gleich null ist.

Beispielaufgaben

1. a) Berechnen Sie den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung einer
ZufallsgréBe X, wobei diese die gewdrfelte Augenzahl bei einem einmaligen Wurf eines
Laplace-Wiurfels beschreibt.

b) Bei einem selbst geschnitzten Wiirfel ist folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung gegeben:
z=z | 1 | 2 | 8| 4 | 5 | 6
P(Z=2) | 0,2 ‘ 0,1 ‘ 0,1 ‘ 0,2 ‘ 0,1 ‘ 0,3

Berechnen Sie den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung.

2. Auf dem Jahrmarkt wird folgendes Gllcksspiel angeboten: Aus einer Urne mit 4 blauen,

3 schwarzen, 2 weien und 1 gelben Kugel wird eine Kugel gezogen. Der Einsatz fiir das

Spiel betragt 2 Euro. Bei blauen Kugeln wird nichts ausbezahlt, bei schwarzen Kugeln

1 Euro, bei weiBen Kugeln 3 Euro und bei der gelben Kugel 10 Euro.

a) Beurteilen Sie, ob es sich um ein faires Spiel handelt.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Gewinn um weniger als 2 vom Erwar-
tungswert abweicht.

c) Bestimmen Sie, wie hoch die Auszahlung bei der gelben Kugel sein misste, damit das
Spiel fair ist.

Ldésung:

1. a) gBei einem Laplace-Wdrfel haben alle Augenzahlen 1 bis 6 die Wahrscheinlichkeit %
Erwartungswert: E(X)=4-(1+2+3+4+5+6)=4-21=35
Varianz:
Var(X)=2-[(1-8,5)2+(2-35)2+(3-35)2+(4-3,5)2+(5-3,5)2+ (6 -3,5)2 | ~ 2,92

Standardabwelchung: o(X) =+/Var(X) =+/2,92 =1,71



